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19世紀 の数学 が ガ ウスに よっては なぱ な しく打 ちた て られた よ うに,20世紀
の数学 は ヒルベル トに よって り一 ドされた とい って もあ えて言過 ぎではあるま
い。 もちろん彼以外の著名な数学者,例 えば万 能学者 ボア ソカ レー,幾 何学者
カルタン,淵度論の先達ルベグなどの業績 とその影響を無視することはできな
いが,数 学 の本流 が彼 ヒルベル トの慧 眼 どお りに 流 れ てい る ことに注 目すれ
ば,一 まず彼を トップにお くことが で きよ う。
さ らに数学 の発達をはか る尺度 の一つ として ヒルベル トの 問題 〔1〕eeとい う
のが あ る。 これは1900年パ リに開かれた第2回 国際数学老会議において ヒルベ
ル トが提 出 した当時未解決 の23個の問題 を さす 。 これを解 くことが20世紀数学
の一つ の 目標 とな り,こ の うち若干 は解か れたが,今 日なお未 解決の もの もあ
る。そ の詳細を調べ ることに よって現代数学 の発達をか な り跡 づけ ることが で
きる とい うものであ る。〔2〕。
この よ うに数学 に対 してはす く・れた英 智 と洞察力 を もち,そ の上問題 を提供
す る ことに よって将来 の発展を も示唆 した ヒルベル トとは,如 何 な る 人 で あ
り,い か なる業績 をな しとげた人であ ったろ うか 。
」.ヒ ル ベ ル トの 人 とな り
ヒルベル トについては数多 くの伝記が書かれ てい る。そ の うち最 も著名な も
の として,生 前 出版 された彼の全集に含 まれ てい るブルーメ ソタルに よる もの
〔3〕と,死 後彼 を追悼 して書かれ た ワイルに よる もの 〔4〕とがあ る。
ee〔n〕は後掲文献 の番 号 を しめす。
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い ま彼 の生涯 を簡単に スケ ッチす る な らぽ 次 の よ うにな る。 ヒルベ ル トは
ユ862年1月23日ケ 一ー・=ヒス ベル クにお い て 生 れ た 。(し たが って今年 は ヒルベ
ル ト生誕100年 目に相当 してい る。)ケ ーニ ヒスベル クといえばカ ソ トで有 名
な街であ り,そ の地 の中流程 度の家庭に育 った 。1882年に 同 地 の 大 学 に入 り
ユ885年に卒業 し,不 変式論に関す る論文に よ り学 位が授け られた。翌年 同大学
の講師 とな り,さ らに1892年に フル ウ ィッツの後 継老 として 同大学の教 授 とな
った。そ の後 クライ ソの発議に よ り,1895年に ゲ ッテイ ソゲ'ソ大学の教授職を
与 え られ てか らはその地に永住 す ることとな り,1930年に退職 し1943年2月14
日に世を去 った 。
ケ ーニ ヒスベル ク時代におけ る青年 ヒルベル トに決定的な影響 を与 えた もの
は,フ ル ウ ィッツと ミソコウスキ との交遊であ る。それ とい うの も彼 の数学的
訓 練 は講義や書物に よるよ りも人 との会話 か らな され る ことが多か ったか らで
あ る。1892年に フル ウ ィッツが チ=一一リッヒに去 り,間 もな く ミソコウスキ も
後 を追 うにいた って交遊は終 りをつげたが,の ち1902年に彼 と ミソコウスキ と
は ゲ ッテ ィソゲ ソにおいて再会 した。 以後約10年間同地におけ る2人 の活躍 は
彼 等を して当代 科学 の花形 な らしめた。実 際 フル ウ ィッツと ミソコウスキが ヒ
ルベル トに とって いかに必須 な人物であ ったか は,彼 の書いた両人への追悼文
か らも うかが うことがで きる。
ヒルベル トが在職 していた時代 めゲ ッテ ィソゲ ソ大学はいわば数学界 の メ ッ
カであ り,世 界 各国か ら多 くの数学者が集 ま り彼 の指導を仰 いだ 。殊 に1914年
以前 の静穏 な時代 は最良であった 。教 職の雑務 に煩 らわ され ることな く,研 究
に専念す る門弟の一団が ヒルベル トの周囲に集 まった とき,彼 等はお互に刺激
し合わずにはお られ なか った 。科学研究 の凝集 点は 一類 の雪 だ るまの よ うな効
果 を もた らす ものであ る。 しか し彼 の問題 と見解 と方法 との影響は,直 接指 導
を うけた人 々の範囲を遙 かに越 えるものであ る。
また ヒル ベル トは一面国家的偏 見や人種的偏見か ら解 放 され た 自由の人であ
った 。そ のため政治的に社会的に孤独 であ ることが多か った。第1次 大戦にお
い ては時流に逆 らって進む ことを恐れず,第2次 大戦に おいては ナチスに よる
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一大学 の粛 清 と戦 った 。ナチ スの圧迫 は ヒルベル ト学 派 に 対 して 最 も強烈 であ
り,そ のため彼 の親密 な助力者達は ドイ ツを去 った 。彼 が行動を ともに しなか
ったのは老齢 の故 とされてい る。1933年以後死にいた るまで の歳 月は彼 に とっ
て まさに悲劇 的な寂蓼そ の ものであ った。
巫.ヒ ル ベ ル トの 時 代
つ ぎに ヒルベル トが数学界に果 した役割を理解するために,彼 の時代の前後
・の流れに注 目しなければならぬ。ヒルベル トの時代に持ち込まれた問題は どの
,ようなものであ り,彼 によって指摘された問題の うち現在 もなお重要な地位を
占めているものは何かについて述べてる必要があ る。それには19世紀後半の数
学 とさきにあげた ヒルベル トの問題 との2つ について調べてみると分る。
19世紀後半における数学は解析学,代 数学 と数論,幾 何学,応 用数学の4つ
tに分類される。解析学についていえば,幾 何学的直観をさけて厳密な理論を打
ちたてようとす る意図の下に,あ らゆ る部門が改造された。もっとも基礎的な
場所 である無理数論がまず確固とした基盤にすえられ,つ いでカソトルの集合
論が大 きくクローズ ・アップされた。この集合論をめ ぐって幾多の論戦がはな
ぽな しく展開され,そ れ らはみな興味深い ものであるが,そ の うち未解決なも
の の1つ として次の有名な問題が残った。題 して 「連続体の濃度に関するカル
トルの問題」 とよばれ るが,こ れは ヒルベル トが第1の 問題 として提出した も
のである。この内容を説明すると次のようになる。すなわち 「任意の実数の無
限集合は可算集合か又は連続体のいずれか と濃度が等 しいことを証明せ よ」 と
い う問題である。ここに可算集合とは 自然数全体の集合{1,2,……,n,…}と
伺 じ濃度を もつ集合をい う。連続体とは実数全体の集合 と同じ濃 度を もつ集合
をい う。また濃度 とは集合の元の個数を意味 し,濃 度が等しいとは,2つ の集
合A,Bに おいて,1対1の 対応がつけ られることを意味する。
つま り第1の 問題は,任 意の実数の無限集合は自然数全体の集合か又は実数
全体の集合と1対1の 対応がつけ られ ることを証明せ よとい うことになる。ま
た連続体の濃度は可算集合の濃度より大きいので,こ の問題は次のようにもい
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いか え られ る。 「連続体の濃度は可 算集合 の濃度に一番近 い次の濃度であ る。
即 ち両者の濃度 の中間に位す る濃度を もつ無 限集合は存在 しな い ことを証 明せ
よ」 と。表現の仕 方はいずれで もよいが,こ の問題は今 日に いた る も証 明 され
てお うない。 しか し又 この事実を否定 す る根拠 も見 出 されな いので,今 日これ
を連績体假設 とよんでいる。この集合論か ら派生 した仮説の証 明 こそ現代 数学
におけ る一 大難問 であ る。 ヒルベル トが20世紀 の初頭に これ を第1の 問題 とし
て取上げたの も尤 もであ る。
ヒルベル トは これに引続 いて第2の 問題 「算術 の公理の無矛盾 性」を提 出 し
たが,こ れは集合論の矛盾か ら発展 した数学基礎 論 の問題 であ る。 これについ
ては後 に触れ よ う。
つ ぎに代数学 と数 論についてい えば,数 多 くの著名な学者 とそ の業績をあげ
ることがで きる。そ の うち ヒルベル トに関連 す るもの と して クムマ ーをあげ よ
う。彼は デ ィリクレの後継者 と してベル リソ大学 に招かれ たが輝か しい業績 と
して フ ェルマの問題 の研究 と理想数 の発見があ る。 フ ェルマの問題 とは 「自然
数nが2よ り大 きい とき,xn+プーznは正 の整数解を もたない こ とを 証 明 せ
よ」 とい うもので,こ れは17世紀に提 出され て 以来今 日にいた るも解決 され な
い一大難問であ る。n=・2の場 合はいわ ゆ る ピ タ ゴ ラスの定 理でx・=3,y・-4,
z・=5とい う解 の外に無数 の正整数解が ある。n-3の 場合にそ の不可性 をは じ
めて証 明 したのはオ イラー(1770),n-4の場 合 は フ ェルマが既に,n===5の
場合 はデ ィリク レ(1825)とル ジァン ドル(1823),n=-7の場合 は ラメ(1839),
n==14の場合は デ ィリク レ(1832)がそ の不可能 を証明 した 。 この よ うに個 々
のnに 対す る証 明は少 しずつな され て きたが一般 の数多 くのnに 対 しては ま
とまった結果が得 られなか った。 これ に対 して飛 躍的な発 展をな しとげた のが
クムマ 一ーであ る。 す なわ ちxn+yt)-zT'が解を もつための必 要 条 件 と して与 え
られ た クムマ ーの判定条件がそれ であ る。そ の詳細は興味深 い ものであ るがや
や専 門的にわた るので ここには割愛す る。また彼 の理想数 の発見 はや は りフ ェ
ル マの問題 に関連す る もので,そ れは整数 の素 因子分解に 関す る新 しい方式を
しめす ものであ る。
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クムマーの研究はやがて クロネ ッカーの研究 とともに ヒルベル トの代数的整
数 論の研究につなが り,そ の際残された未解決の問題は次の第9の 問題 「任意
の数体におけ る最も一般的な相互法則の証 明」 と第12の問題 「任意の代数的有
理領域におけるアーベル体に関する クロネ ッカーの定理の拡張」 として提 出さ
.れた。
19世紀全体を通 じて幾何学 の新 しい発見 といえば,ま ず第一に非エ ウクレイ
デス幾何学の建設である。これまでのエ ウクレイデス幾何学においては 「平行
線はまだ1本 しかない」 のであるが,こ れを否定する幾何学 も存在することが
発見 され,非 エウクレイデス幾何学の誕生 となった。
ギ リシアの昔エウクレイデス(ユ ークリッドとよぶのは英語 よみ)が 編集 し
た原本は幾何学の書物として長い間人びとに読 まれてきたが,そ の第1巻 の公
準5に 次のものがある。 「一つの直線が二つの直線 と交わってその同じ側にあ
る二つの内角の和が二直角より小なるとき,こ の二 直線はそれを限 りな く延長
す れば,二 直角 より小なる角のある側において交わ る。」 これは 「平行線の公
準」 とよばれ今
日の 「平行線の
σ《'公 理 与 えら
れた直線外の点
を通 りその直線
に平行な直線は
ただ1本に限る」
と同値の もので
ある。この公準
の証 明が幾世紀
τこわたって試み られたがみな失敗に終 り,つ いに19世紀にいた り非エ ウクレイ
デス幾何学の発見 となったのである。それは平行線が限らず しも1本 ではない
幾何学が何 らの矛盾な しに建設 されることを意味する。 しか も非エ ウクレィデ
ス幾何学は2通 り存在することが発見 され,1つ は 「平行線は無数にあ り,三
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角形の内角の和が2直 角より小 さい」幾何学である。 これはガウス,ロ バチ ェ
フスキー,ボ ヤイの幾何学 とよばれる。他は 「平行線が1本 もな く,三角形の
内角の和が2直 角 より大きい」幾何学であ り,これは リーマ ンの幾何学 とよば
れる。(今 日リーマ ンの幾何学 といえば この非エ ウクレイデス幾何学を指す こ
とな く,他の高次の幾何学を意味す る。)
非エ ウクレィデス幾何学の発見は幾何学の研究に新分野を開拓 した。すなわ
ち公理の研究による新 しい方法がそれで,こ れは ヒルベル トの著書 「幾何学の
基礎」ぺと発展 した。この結果 として残 された未解決の問題は彼の第4の 問題
「2点を最も短か く結ぶ ものとしての直線 に 関す る問題」 として提出された
が,彼 の研究は数学基礎論の うちの幾何字に関する ものとして重要な位置を 占
めるものである。
最後に応用数学についてであるが,こ れについては特別述べる必要 もあるま
い。以上でヒルベル トとその時代の叙述をおわ り,つ ぎに 彼 の業 蹟 へ と進 も
う。
皿.ヒ ル ベ ル トの 業 績
彼の業績に入 る前に,ワ イルに したがってヒルベル トの数学的思考の特質に
ついて述べよう。
先ず第1の 特徴は男晰である。ここにい う明晰 とは文 体 の簡 潔を意味 しな
い。読者が時間をかけ努力することによって,い つでも読み とれる文体で書か
れていることを意味する。そ して多 くの実例が埋 論 を明 らか に説明して くれ
る。しか もそれ らの例は特別に作 られた ものではな く,それ 自身のために研究.
され る価値をもつ ものである。
第2の 特徴 として,簡 朔と嚴密とが相伴って手を くんでいる。19世紀末にお
けるワイエルシ ュトラスの厳密さの要求は人びとに重い くびきを感ぜ しめた。
これに対 して ヒルベル トは厳密 とともに簡明を も強調 した。
第3の 特徴は,彼 が数学の方法的統一を 目指 した ことである。これは彼にと
っては信念であ り,経験の賜物である。数学は分つ ことのできない有機体であ
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ると見なす彼にとっては当然の見解であろ う。
第4の 特徴は問題に対す る独 自の直接攻撃 である。彼は問題を本来の簡単な
形にまでさかのぼって解 き明かそ うとする。その著るしい例としては ワイエル
シ ユトラスの批判の犠牲 となったデ ィリクレの原理の救出をあげることができ
よ う。
第5の 特徴は,妥 協をゆ るさぬ純粒性を尊ぶ。とい うのはヘラクレス的努ガ
と驚 くべ き技巧による複雑さとを共に強 く軽蔑す るか らである。数学は腕つ く
で解いた り,魔 法的な技巧であやつるものではない。
以上の特徴は数学研究者にその方法を示唆するものであるが,他 の科学の研
究者に も尊い頂門の一針ではなかろ うか。
さて ヒルベル トの業蹟は次の5つ の期間にかな り明確に区分され る。
?
?
?
??
?
?
不変式論
代数的整数論
基礎論
幾何学的基礎論
数学基礎論
積分方程式
物理学
(1885-1893)
(1893-1898)
(1898-1902)
(1922-1930)
(1902-1912)
(1910-1922)
もちろんこの区分が完全 とい うわけではない。 ヒルベル トの代数学上の業蹟
が全部不変式論に関係 しているわけではない。また変分法の論文は積分方程式
のものと一括される。有名な ワリングの定理の説明(1909)などは上の分類に
は入 っていない。等 々。
これ より上の区分に したが って彼の業蹟を述べてみ よう。
1.不 墾 式 論
不変 式論はは じめ幾何学 と関連 して ケー レーに よって研究 され,特 に2元3
次形式,2元4次 形式 の不変式 論が打 ちたて られ た。そ れ 以 後 シ ル ヴ ェスタ
ー,ク レブシ ュ,ゴ ル ダ ンな どに よ り一一般一 次変換群 の不変 式論が研究 された
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が,今 日の用語 でいえば,ヒ ルベル ト以前 の古典不変式論 は特殊 の場合 におい
て次の2つ の主定理を証 明 していたにす ぎない 。
第1主 定理 。 適当な有 限個 の基本不変式J・,…,J・,をと る と,任 意 の不変
式Jは それ らの多項式 と して表わ され る。
第2主 定理 。 基本不変式J・,……,J・の間に成 り立 つ関係
R(J1,…,J,)=0,(Rは 整式)
はすべて或 る有 限個 の関係R・,…一?一,R・か ら導かれ
R==g,R1十Ω2R2十…… 十ΩsRs
な る形 に表わ し得 る。
そ して次 に述べ る ヒル ベル トの基本定理を用 いれば,第1主 定理か ら第2主
定 理 が導かれ る ことも知 られていた。
基本定理 。 多項 式イ デアルはつね に有 限個 のイデアル基 を有す る。
ここに多項式 イデアル とは体kの 上 の 変 数X・,X,,……,X・iの多項 式全体
のつ くる多項式環1-k[X、,X2,……,Xn]のイ デアルの ことで,イ デアル 基 を
有 す るとは,イ デアルが有 限個 の生成 元a1,……,arをもってい て(a、,…,a,)
と表わ され ることをい う。
この基 本定理 は代数学に溶け る最 も基本的な ものの1つ であ り,今 日の代数
多様 体の一般 論の礎石 ともい うべ き重要な結果 である。
ヒルベル トが この定理 の証 明を発表 した とき,当 時不変 式論の王者 といわれ
た ゴル ダ ソ(P.Gordan,1837-一一1912)は「これは数学ではない,神 学だ!」 と
叫 んだ とか 。 これを 以て して も当時 いかに驚嘆すべ き ものであ ったかが分 る。
この よ うに して ヒル ベル トは不変式 論の新時代をひ らき,幾 多 の新 しい アイデ'
アを発 見 し,強 力な方法を導入 した 。そ して彼 以後不変式 論は新 しい展開をな
しとげたが,第1主 定理 は当時一般 に証 明され ることな くヒルベル トの第14の
問題 としてパ リにおいて提出 され た。
なお彼に よって基礎づけ られ た多項式 イデアルの理論が,ラ スカ ーや,マ コ
ー レーに よって建設 され,つ いに ネターの一般 イデアル論 にまで成長 した事実
は記録 さるべ きである。 この よ うに代数学 の分野において も,他 の分野 と同様
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に,ヒ ルベル トの構想 は将来の発展に入 きな影響を与 えてい る ことが分 る。
,2.代 数 的 整 数 論
有理整数の概念を拡張 して代数的整数の研究をは じめて行ったのはガウスで
あ りその論文は1831年に発表された。その後デ ィリクレ,ク ムマー,デ デキ ソ
ト,ク ロネッヵ一な どの研究により代数数体理論の基礎が確立 された。この理
論は有 理数体の上の代数数体を取扱 うものである。
ヒルベル ト自身の最初の重要な業績は,与 え られた有限代数数体k上 の相対
ガロア体Kの 理論であった。彼の関心はK/kの ガロア群か ら出発 してkの 素
イデアルがKの ながでいかに分解するか とい うその仕方にあった。
後年 ドイツ数学者協会のもとめに応じて提出したヒルベル トの不 朽の報 告
DieTheoriederalgebraischenZahlk6rPer(代数数体の理論)は1896年の年報に
あ らわれたが,こ の報告は数学文献の宝石である。60年余を経た今 日において
さえ,代 数数体の理論を究め ようとする人に とって必須の書物である。幾多の
独創的研究により在来の間隙を埋めつ くしなが ら,ヒ ルベル トはこの理論を堂
々たる統一体にまで きずきあげた。そ して今 日の相対 アーベル体の一般論の礎
石がそのなかに見出されるような多 くの定理を証 明した。最 も重要な概念は ノ
ルム剰余記号であ り,相対循環体に関する定理 もまた貴重である。
報告の序文の一節に次のようにある。 「整数論はた ぐい稀なる美 と調和の大
建造物である。この建造物のなかで最も豪華につ くり上げ られている部分は,
私にはそ う思われるのであるが,ク ムマーの高次の相互法則についての業績に
よ りまた クロネ ッヵ一の楕円函数による虚数乗法の研究によって,我 々に開き
しめされたアーベル体および相対アーベル体の理論である。これ ら2人 の数学
者の業績が与える理論への深い洞察は,同 時にこの領域になお多 くの価値 しれ
ぬ宝物が,そ の価値を知 りそ して愛情を以てそれ らを得るための技術を追求す
る探求者に対する貴重な報酬としてさし招きつつ,人 知れず横たわ っているこ
とを黙示する」 と。 ヒルベル ト自身は引続 く2年間に,隠 された鉱石の多 くを
明るみに持出す鉱夫であった。その際 リーマソ面とアーベル積分 とい う有力な
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武器が役立つ一変 数代数 函数 の理論 との類推 がつね に彼 に とって入 きな指導 原
理であ った。彼は この類推に よ り類 体(Klassenk6rPer)とい う概 念を1898年に
導入 した 。代 数体kと,そ の上の ガ ロア拡大Kに 対 し,kの1次 の素 イ デアル
2が 主 イ デアルであ る場 合にまたそ の場合に限 って,Kの1次 素 イ デアルの積
に分解す る とき,Kはkの 上の類体であ るとい う。 ヒルベル トは この類体 に関
す る諸定理を予想 しこれ らを 特 別 の 場 合 に 証 明 した ものを,論 文 むberdie
The面ederrelativAbelschenZahlk6rPer(相対 ア ーベル数体の理 論について)
において発展 した。表題 に アーベル数 体 とあ るのは,類 体が ア ーベ ル数 体であ
ることを予想 す るものであ る。
後に フ ゥル トウ ェソグラーが これ らの定理を証 明 し,高 木 貞治博士 に よ りk
のすべ ての アーベル拡大体Kはkの 上 の類体 と して表わ され ることが示 され
類体論が確立 された 。そ の後 アルテ ィンに よ り一般相互法則が証 明され類体論
は一層完成 された形 とな り,ま た類体 論の証 明の簡易化はハ ッセ,シ ュヴ ァレ
ーな どに よって企 て られ,さ らに今 日では コホモ ロジーの概念 とも結 びついて
内容が深め られてい る。
しか しこの よ うにア ーベル拡大に関す る転数論 はほ とん ど完成 されたが,ヒ
ルベル トが最初に企 図 した一般 の相対が ロア拡大 の整数論は今 日まだその解 決
のい と ぐちす ら見 出されてお らない状態 であ る。
3.基 礎 論
これは幾何学に関するものと数学一般に関するものとに分け られ る。
まず前者について述べ よう。そ もそ も幾何学の本来の対象は図形なので,そ
の研究には当然空間的直観が用い られ る。しか し直観はともすれば客観性を欠
くので,直 観を排 し明確 な定義 と公理の上に論理的に幾何学を うちたてなけれ
ばな らない。この思想は古代ギ リシアに発生 し,エ ウクレイデスの幾何学原本
は この思想に立脚 して書かれた ものである。か くして原本は永い間論理体系の
完全な典型 とみなされてきたが,時 代の進歩につれ19世紀に入 って数学的批判
精神が高 まるにつれて原本に も論理的欠陥が見出されるようになった。そ こで
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原本に代 る論理的に完全な る公 理系 の樹立が多 くの学者 に よ っ て 目指 さ れ た
が,そ の うち ヒルベル トに よる ものが最 も吟味 の行 きとどいた ものであ る。 こ
れはGrundlagenderGeomeUie(幾何学 の基礎)と して1899年に 出版 された 。
い まそ の内容に少 し触れ よ う。 ヒルベル トは まず空間内の点,直 線,平 面を
無定義元素 と した。つ ま りそれ らには定義が与 え られないのであ る。 これは ヒ
ルベル トのい うとお り 「すべての幾何学的叙述 において点,直 線,平 面 とい う
言葉は机,椅 子,湯 呑 でお きか え得 るに違い ない」か らであ る。次に これ らの
元 素の間に 「……の上にあ る」,「 と との間にあ る」,「 合 同」,「
平行」 な どの関係が成 り立つ もの と し,そ れ らの関係を5つ の公 理にま とああ
げた 。
す なわ ち1結 合,fi順序,皿 合 同,W平 行,V連 続 の公理がそれ であ る。
これ らを詳細に述べ る逞はないが,ヒ ルベル トは これ よ り進 んで上 の公 理系
の無矛盾性 と公 理群 の間の独立性 を証 明 した。無矛盾性 の証 明は次に述べ る通
り実数論 の無矛盾 性に帰着 させ られ る。すなわ ちデヵル トの解析幾何学 の方法
を逆 に用 い るのであ る。まず3つ の実数 の組(x・,x・,x3)によって点 を,1つ
または2つ の独立 な1次 方程式を満足す る点(x・,x2,x3)の集合 としてそれぞ
れ平面,直 線を定義す る。また 「…… と…… との間にあ る」,「 合 同」,「 平
行」 な ども解析 幾何学 に よって定義すれ ば5つ のすべ ての公理を満足す る模型
を実数 論のなかにつ くることが で きるので,実 数論 の無矛盾 性を仮定 すれば,
ヒルベル トの幾何学公理系(1-V)の 無矛盾性が証 明され る と い うの で あ
る。 この よ うに幾何学 におけるいか なる矛盾 も,実 数演算が基 礎をおいてい る
算術 的公 理におけ る矛盾 と してあ らわれねばな らない ことを しめ した のは ヒル
ベル トであ るが,彼 以前 には誰 もこの よ うに 明言 した者はなか った。 また さき
に述べ た ヒルベル トの第2の 問題 は実は ここに由来 するのであ る。
独立性 につ いてい うな らば,ま ず1結 合の公 理 と 皿順 序の公 理はそれ 以下 の
目・IV・Vの 公理を述べ る前提 として用い られ るので・1と 皿は他 の公 理 と独 、
立 ではないが,置,rv,Vは 他 の公 理 と独立 であ る。なかんず くIV平行線 の公
理が独立 であ ることは非 エ ウク レイ デス幾何学の成 立か ら知 られ る。その他の
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公理の独立性を証 明するには彼の 「模型構成」の方法が有力である。模型構成
とは1つ の公理には合わないが他のすべての公理を満足する模型をつ くり出す
ことで,こ れに よりその1つ の公理が他のすべての公理か らの結果ではあ り得
ないことを導 く。この方法に より種々の幾何学が作 られた。例えばV(1)とい う
アルキメデスの公理を満足 しない幾何学が建設 され,こ れを非アルキメデス幾
何学 とい うが如 きである。
最後に公理系の完全性について一寸ふれておこう。これ は 定 義 通 りにいえ
ば,そ の公理が取扱 う対象についての如何なる命題 も,公 理か らの推理に よっ
て決定され ることを意味す る。これはまた範疇性 ともよぼれ,1つ の公理系を
満足す る2つ の体系がすべて同型であることを意味する。 ヒルベル トは彼の公
理系が完全であることを,1か らVま での公理系で規定された幾何学に座標を
導入 し,そ れを普通の解析幾何学 として表現す ることによってしめ した。つま
り範疇性の意味で彼の公理系を満足するものはデヵル トの幾何学唯一つ しかな
い ことを証明した。
以上で幾何学的基礎論をおわ り,つ ぎに数学基礎論について述べよう。これ
は19世紀に見 られなかった数学の新 しい1分 科 である。ことの起 りはカ ソトル
の集合論にあるが,こ の集合論に多 くのパラ ドックスが生 じた。例えば有名な
ものとして次の ものがある。
いま 「あ りとあ らゆ る集合を元 とするような集合」を考えて み る。す なわ
ち,す べて集合 といわれ るものはみなその元であ り,集合でない ものはそれに
属さない とい うような集合を考えてみる。かか る集合はた しかに存在す るであ
ろ う。いまこれをMと 名づけ ると,M自 身はもとより集合であ り,そ の上集合
をすべて集めたものなので当然MはM自 身を元 として含んでいることになる。
引
次に このよ うな自分自身を元 として含む ような集合を除外 し,「 自分自身を元
として含まないような集合」の全体を集めてNと しよう。そのときNはN自 身
を元 として含むであろ うか。それ とも含まないであろ うか。
まず,NはN自 身を元 として含まない。なぜ ならNがN自 身を元 として含む
ならば,そ れはNが 「自分 自身を元 として含まないよ うなものばか りをすべ て
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集めた もの」 であ る とい う仮定に反す るか らであ る。また一方,NはN自 身を
元 として含まないわけに もいか ない 。なぜ な ら,も しNがN自 身を元 として含
まないな らば,Nの 作 り方か ら分 るよ うにNはNの 元でなければ な らない 。 こ
れは矛盾 であ る。以上に よりNはN自 身を元 として含む とも,含 まない ともい
えな くな る。
今 の例の よ うに集合においてパ ラ ドックスを生 じたが,一 体 これは ど うした
訳 であ ろ うか。実 は これは今 日なお未解決 の難問 であ り,こ れをは じめ て提 出
したのは ラッセル(Russe1,1872年生れ)な ので,こ のパ ラ ドックスは 「ラ ッセ
ルの背理」 とよばれ てい る。
集合論におけるパ ラ ドックスは これ 以外に も見出 され,そ れ らの解 明 と除去
が要求 されたが,こ れが動機 とな って数学 の基礎 を徹底的に検討 しよ うとす る
機運が うまれた。す なわ ち哲学的にいえば,数 学的認識 とは何 であ るか,数 学
と論理学 との関係如 何,な どの問題が問われ,ま た数学 的にい えば,数 学 の論
理的構造や数学 の証 明に用 いられ る論理 の妥当性な どが大 いに論ぜ られた。そ
して これ らは大別 して3つ の立場 に分 け られ る。す なわ ちイギ リスの ラッセル
ー派 の論理主義,オ ラ ンダの ブラウワー一派 の直観主義,ド イ ツの ヒルベル ト
の主張す る形式主義 がそれ であ る。 これ ら3つ の主義が互 に入 り乱れて論争 し
合 った20世紀初期 の数学界 こそ,ま さに刮 目すべ きものがあ った。
論理主義は一言に していえば,数学を論理学の1分科 とみ なす説であ る。非述
語的な概念や定理 を排 斥 し,純 粋に記号 に よる表現 を主張 し,そ の成 果は ラ ッ
セル とホ ワイ トヘ ッドとの共著PrincipiaMathematica(数学原理,1910-1913)
とな ってあ らわれた 。 しか し2人 の試みは無限の公理 とい うよ うな論理 以外数
学的仮定 を必要 と してお り,再 び矛盾 を生 じない とい う保証 も与 え て お らな
い 。それ故 この大 著は今 日あま り重要視 され ては いないが,論 理 主義 の功績が
論理 の限界を しめ した点にあ ることだけは記憶 さるべ きであ る。
直観主義は排 中律を拒否 し,数 学 的思考は構成的でなけれぽな らぬ と説 く。
排 中律 とは論理学 におけ る次の3つ の根本法則(1,同 一律,L矛 盾 律,璽,
排中 律)
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1.AはAで ある。
里.「AはBで ある」 と 「Aは非Bで ある」 とは同時に成立 しない。
蟹・ 「AはBで ある」 と 「Aは非Bで ある」 とはいずれか一方が必ず成立す
る。
の うちの最後の 冒をさす。この一を拒否す るのが ブラウワーの直観主義であ
る。ブラウワー(Browwer,1881年生れ)に よれば有限個の ものを取扱 う場 合
には疑 もな く排中律は適用され るが,無 限に多 くのものを取扱 う際には無批判
に これを適用することは危険を伴 うとい う。例 えばいま自然数 の或性質をPと
し,こ の性質に対 して 「性質Pを 有する自然数は存在するや」 とい う問を提出
してみ よう。このとき次の答が可能である。
(1)性質Pを 有する自然数nが 存在することの説明,ま たは何んらか の方
法でかかるnが1つ でも具体的に見出され ること,が で きた ときこの間は肯
定的の答をもつ。
② いかなる自然数nも 性質Pを もたない ことが証明された とき,こ の間は
否定的の答をもつ。
この2つ の場合のいずれ もが起 らない場合,す なわち性質Pを 有するnの 存
在す ることも存在 しないことも確認で きない場合で も,従来な らば 「性質Pを一
有す る自然数nは 存在す るか,或 は全然存在 しないか,の2つ の場合だけでそ
の他の場合はあ り得ない」 と断定す るのであるがこれがすなわち排中律の承認
であ る。
しかるに直観主義は これを速断な りとし次の3の 場合を主張するのである。
(3)性質Pを 有する自然数の存在または非存在が確認されない とき,こ の間
は解決されない,す なわち排中律は成立 しない と。
そ して性質Pを 有する自然数nが 実際に見出され るかまたはかかる自然数を
「構成す る方法が与えられ」なければ肯定的の答が得 られた ことにないとい う
のである。つま り有限個の自然数ならば性質Pを 有するか否かは実際に検証で
きるので差支えないが,自 然数全体 となれば無限個になるのでそれを全部検証
することは不可能なので,性 質Pを 有する自然数を構成する方法を要求す るの
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である。
この直観主義によれぽ,こ れ までにおける数学の結果で正 しくないものが数
多 くあるとい う。た とえば 「すべての実数は有理数か又は無理数である」 とい
う命題は矛盾命題であ り,「閉区間で連続函数は最大値をとる」 とい う命題は
正 しくない とい う。ここに数学の基礎は瓦解 し,数学の危機が叫ばれた所以が
あ る。
ヒルベル トの形式主義は有限の立場に立 って 「公理系の無矛盾性」を追求す
るものである。有限の立場 とは,具 体的に 目前におかれた対象について直接に
実 行で きる内容的思考的実験で推論する立場である。すなわち 目の前のものに
ついての認識以外に 「最も原始的な悟 り」を も認めようとす る立場にほかなら
ない。それでは,そ の 「最 も原始的な悟 り」 とは一体いかな る もの であ ろ う
か。そもそ も目前にない ものの うちで最 も簡単なものは,な んらかの意味にお
いて 「構成的」である。そ して構成的とは,目 前にあるごく少数の原素的なも
のか ら,他 のすべてのものを順次に作 り出す一般的な仕方,す なわち 「一般構
成 法則」が与 えられていることを意味す る。例えば 自然数は構成的であ り次の
ように してで きていると考えられ る。
(1)「1」とい うものを与える。
② あるものが与え られ,そ の 「次のもの」を与える。
(3)このように して現われ るものを 自然数 と名づける。
「1」は(1)と(3)により自然数である。 したがって(2)と(3)によってその 「次のも
の」すなわち 「2」も自然数になる。以下同様に してすべての 自然数が出て く
る。この例において 「原素的なもの」は 「1」であ り,「他 のすべてのものを
順次に作 り出す方法」は 「次のもの」を作 る操作である。
一般に構成的なものについてある事実を認めたいときには次のよ うにすればよ
いo
(a)原素的なものについてそれを認める。
(b)あるものについてそれが認め られた とき,そ れか ら 「一般構成法則」に
ee吉 田,赤 共著数 学序説第9章 第8節 。
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よって作 られ るすべ ての ものにつ いて も同 じことが認め られ る こ と を 確 か め
る。
ア
これに よりすべてのものについて正 しいことが確認 される。これは数学的帰
納法の一種の拡張に相当するので,構 成的なものについての この種の推論を 「
一般帰納法」 とい う。ヒルベル トはこれによって確 められた事実 こそ 「最 も原
始的な悟 り」であるとし,これのみを許す立場 「有限の立場」 と名つげた。
ヒルベル トが数学基礎論を真剣に研究 し始めたのは直観主義によってもた ら
された 「数学の危機」以来である。彼には直観主義によって生 じた大 きな犠牲
がた え難 く思われ,そ の結果数学基礎論における多 くのわず らいを絶対にこの
世か らしめ出そ うと決心 した。 「数学者に排中律の使用を禁止す るのは,天 文
学者に望遠鏡を,拳 闘家にグローブの使用を禁ず るようなものだ」 と叫んでこ
れ までの数学を救出しようと志 した。か くして直観主義と形式主義 との争いが
始 まったが,今 日最終的には両者は次第に融合 しつつあるといえよう。それは
恰 もエウクレィデス幾何学 と非エウクレィデス幾何学 とが両立するように,直
観主義 と形式主義 とが両立すると考えられるか らである。そこで今後に残 され
た問題は,直 観主義が何処まで既成の数学を建設 してい くかにあ り,形式主義
が数学の形式的構造を明らかに して,そ の無矛盾性の証明を何処 まで成功せ し
めるかにある。
幾何学の公理論,集 合論の公理論に見 られ るように,ヒ ルベル トの公理論的
方法に よって数学的論理の全体系がきずき上げ られ ると,望 み,か つ信ぜ られ
るようになってきたとき,数 多 くの数学者が彼に協力して多 くの成 果 を あげ
た。 しか しそれがバベルの塔の建設であることが分 り,やがて破局が訪れた。
それはゲ ッデルの出現である……。それ らについて仔 細に 述べ る余 裕はない
が,と まれ今 日の数学基礎論が最終的解決を得てお らない として もまた将来何
が得 られ ようとも,ヒ ルベル トの形式主義はブラウワーの直観主義とともに,
数学的基磯論を新 しい水準にまで引 き上げた点において高 く評価 されてい くで
あろう。
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4.積 分 方 程 式
ヒルベル トが積分方程式に関心をもったのはフレッドホルムの積分方程式の
研究に起因す る。フ レッドホルムの積分方程式とは3種 あるが最 もよく研究 さ
れ るものは次の第2種 である。
ψ(x)-llK(x,y)q(y)dy-f(x)
ここにf(x)とK(x,y)は既知函数に して,未 知函数,?(x)を求 め ん.とす
るのである。
不連続質点の集合に 関す る1次 方程式系が,連 続 体であ る極限に移行す ると
き,積 分方程式 に道 をゆず る とい う考 えは至極 自然 である。 しか しこれは フ レ
ッ ドホルムの積分方程式の研究 まで誰 も気付か なか った。 とい うの も極 限にお
いてはつねに微分方程式が連想 され るとい う200年来の慣習が これを妨げたか
らであ る。
ヒルベ ル トは フ レッドホル ムに な らい,積 分方程式の研究 を連立1次 方程式
と2次 形式 の理論 との類似において行 った 。有限か ら無限へ と進む とき,道 は
積 分 と無限行列 との何れか へ通ず る。 この結果 得 られた ヒルベル トの業績は抽
象 的には今 日の ヒルベル ト空間 の端緒 として輝か しい。 また具 体的にはいわゆ
る有界2次 形式の スペ ク トル分解論 と して最大の業 績を誇 る。
これ らを少 しく評 言す るとヒルベル ト空間 とは可 附番無限次元の空間で,点
を(X・,X2,……,xn)とあ らわ す とき,ベ ク トルXの 長 さlxlが 有 限 であ る
もの,す なわち
lXl2-xl+xl+・・…・+x盆+……
が有限であ るものだけ を考 える。 ヒルベル トは無限多変 数の連立1次 方程式の
解 の存在,2次 形式 の主軸変 換の 理論 を作 ったが,今 日の 用 語 で い え ば,空
間12の 線型作用素の問題 を と りあつか った ことにな る。
また スペ ク トル とは ヒルベル トの用いた 語で,行 列の固有値 の概 念の拡張に
相当す るものであ る。のちに有界 でない作用素の スペ ク トル分解 の問題がゾ イ
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マ ソに よって解決 されたが,こ れ はハイゼ ソベル クとシ ュレーデ ィソガーに よ
って1923年に始 め られた量子 力学 にとって有 力な数学 的道具 となった。それ ら
の美 しい諸 理論の基礎を きずいた ヒルベル トの積分方程式の研究を もう一度彼
の原著GrnhgeeineraUgerロeinenTheoriederlinearenIntegralgleichungen
(線型積 分方程式の一般理論の基礎.1912)から読み とってみ るの も有意義で あ
ろ う。
菅r涛 釜ee*蔚
ヒルベル トの解析学における貢献 としては上に述べた積分方程式の輝か しい
研究の外に変分法におけ るす ぐれた研究のあることを省 くわけにはいかない。
それは リーマソが学位論文においてデ ィリクレ積分
D(u)一∫1〔(盤y+(鋤〕dndy
を最小にする函数の存在を仮定 したが(こ れをデ ィリクレの原理とい う),こ
れに対 して ワイェルシ ュトラスが疑義をはさみ当時の学界の大問題 となった。
ヒルベル トはこれに対 して変分法に直接的方法 とい う新 しい道をひらいて成功
をおさめた。すなわち積分D(u)が 最小値に収束するような函数列の極 限 と
して,最 小函数の構成を企てついに目的を達 した。この結果デ ィリクレ問題(
調和函数論の第1種 境界値問題)は,デ ィリクレの原理が確定 したので,解 を
もつ ことにな り解決 され,事 件は落着 した。ヒルベル トの直接的方法は変分学
の近 代的発展にさらに大 きな影響を与えたが,こ れは語るまで もない著名な事
実である。
5.物 理 学
この方面における彼の業績はもとより数学におけ るものとは 比 ぶべ くもな
い。とい うの も物理学者は数学者 とは異なった別個の経験と想像力により暗中
模索をつづけるか らである。数学は疑いもな く一つの本質的構成をな している
とはいえ,そ れ以外の世界の存在することもまた確実である。
とわ いえ ミソコウスキとの共同研究の成果である相対性理論の研究,気 体運
ヒル ベル トと数学上 の 業 績(19)
動 論および輻射の初等的理論に対する積分方程式の応用な どは注目すべ き彼の
業 績である。
また ヒルベル トの努力のなかに重力および電磁気の統一場の理論の先駆 とみ
なすべ きものがあったが,任 意性が多 く不完全であった。 ワイルとエデ ィソト
ンによって第一歩をふみ出された統一場理論は今 日幾多の学者によって試み ら
れているがいぜんとして未解決の問題である。満足のい く解答は重力 と電磁気
の 外に物質源を含まねぽならぬ。またその数学的構造は今では古典となったア
イ ソシ ュタイソの一般相対性理論の単なる拡張でないことだけほほとんど確実
'である。
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